Introduccion a las Estructuras Algebraicas
Tarea 3

Prof. Mauricio Medina

Instrucciones: Los ejercicios marcados con un * se entregan en LaTeX a mas

war €l dia 8 de Mayo de 2020.

1.

3.

Sean a,b € Z. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética existen nu-
meros primos pi, ps, ..., pn, tales que:

Tn

a=pypy PRty
b= pips - p
Demuestre que:

(a) med(a,b) = pi'p5? - - pir donde s; = min{r;, t;}.

(b) med[a,b] = ptip? - plr donde ¢; = max{r;, t;}

Sea D un dominio entero. Demuestre que:

(a) Siz € D es unidad y zy = 1 para algin y € D, entonces y es unidad.
(b) Siz,y € D son unidades, entonces xy es unidad.

(¢) Siz,y € D son tales que xy = 1, entonces x y y son unidades.

Sean Ry S dos anillos conmutativos con uno. Demuestra que
RxS={(r,s)|[re Rse S}
es un anillo conmutativo con uno con las operaciones:
(r,s)+ (t,u) = (r+t,s+u)y (r,s)(t,u) = (rt, su).
Si Ry S son campos, entonces R X S es campo?

Sea R un anillo conmutativo con uno e I C R un ideal. Demuestre que
R/I es un anillo conmutativo con uno con las operaciones:

(a+DF(b+1)=(a+b)+1

(a+1I)-(b+1I)=(ab)+1.



5. Sea ¢ : R — S un morfismo de anillos con uno. Demuestre que si ¢ es
biyectiva con inversa ¢! : S — R entonces ¢! también es un morfismo
de anillos con uno. En este caso decimos que ¢ es un isomorfismo entre R
y S. Por otro decimos que R y S son isomorfos, denotado R = S si existe
un ismorfismo entre ellos.

r={(8 ¢)lecQacr]

(a) Demuestre que R es un anillo conmutativo con uno con las operacio-

nes de matrices.
0 a
1_{<0 O) |aeR}

(¢) Demuestre que ¢ : R/I — Q definida como

(PO

es un morphismo de anillos bien definido y que es un isomorfismo.
(Hint: Vea que cada elemento de R/I pude ser representado como

(4 2) para algin g € Q).

6. Sea

(b) Demuestre que

es un ideal de R.

*7. Sean [ y J ideales de un anillo conmutativo con uno R.

(a) Demuestre que I +J:={a+b|a €l and b€ J} es un ideal de R.
(b)
(¢) Demuestre que la interseccién I N J es un ideal de R.

)

(d) Demuestre que IJ := {>°"" , a;b; | a; € I b; € J} es un ideal de R
contenido en I N J.

Demuestre que I 4+ J es el menor ideal de R que contiene a I y a J.

*8. Sean nZ y mZ dos ideales de Z. Demuestre que:

(a) nZ + mZ = med(n,m)Z.
(b) nZ NmZ = mem[n, m]Z.

9. Sea x1,x2,...,T, elememntos de un anillo conmutativo con uno R. De-

muestre que
n
(T1, ey Tp) i = {Z rx; | T € R}
i=1

es un ideal de R y es el menor ideal que contiene a los elementos 1, ..., z,.
Alideal (z1, ..., z,) se llama el ideal generado por los 1, ..., xn. (Hint: Usa
induccién sobre n)



*10.

11.

*12.

Use el pequeno Teorema de Fermat para encontrar la solucién de las si-
guientes ecuaciones:

(a) [2]?? —[8] = [0] en Z/13Z.

(b) [2]% — [6] = [0] en Z/297Z.
Sea ¢ : R — § un morfismo de anillos. Denotemos K = Ker ¢. Demuestre

que ¢ : R/K — S definida como @(r + K) = ¢(r) esté bien definida y que
es un morfismo de anillos inyectivo.

Sea K un campo. Definimos la siguiente funcién
p:Z—K
como:
14+---4+1 (nveces)sin>0

p(n)=<0sin=0
(=) 4+ (=1)+ -+ (1) (n veces) sin <0

Demuestre que:

(a) ¢ es un morfismo de anillos.

(b) Si Kery # 0 entonces Ker ¢ = pZ para algin primo p. (Hint: Re-
cuerda como son todos los ideales de Z y recuerda que alb si y solo
si bZ C aZ.)

(c) Si Kerp = 0 entonces K contiene una copia de Q. (Hint: Usa la
propiedad universal del anillo de fracciones)



